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  للازمني للأغشية الرقيقة اللزجة على سطح صلباالجريان 

  **                 خضر محمد صالح*نصر مجيد احمد

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  الملخص

 لزج يجري علـى     اظرنم ن الثنائي البعد لغشاء سائل رقيق     ت دراسة الجريا  م في هذا البحث ت   

 لإيجـاد  كس سـتو  –ير  ناف معادلات   استخدمت وقد   لذاتي،ا قوي القصور    بإهمالح صلب   سط

  .تحليلاً وتم حل هذه المعادلات .الجريانالمعادلة التي تحكم هذا 

  

Steady flow of Viscous Thin films on solid surface 
Abstract 

In This paper we consider two dimensional flow to a viscous symmetric 

thin liquid film flow on solid surface with no inertia force . Navier – 

stokes equation has been used to find the  equation that governs this flow, 

we solve these equations analytically.   
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                                                                :  المقدمة 
 ـنما تتكوعادة التي ) thins film( الرقيقة والأغشية) Foam(غوة إن الر ائل  من هواء وس

 هي حالة خاصة في ميكانيك المواقع والتي لهـا  )surface tension( مع الشد السطحي زجل

والطبقات الفضية   الرسم   أسطحأهمية كبيرة في كثير من التطبيقات الصناعية مثل عملية طلاء           

  .مدمجةال  )CD( على أقراص 

حل بعض المعـادلات  ل الطريقة العددية E.O.Tuckand L.W.Schwartz) , 1990(درس 

 , 1997(ودرس   , الأغـشية التفاضلية الاعتيادية من الرتبـة الثالثـة والمتعلقـة بجريـان            

B.R.Duffy and S.k.Wilson ( الرقيقة  اللزجة للمواقع والتي يكون فيهـا  الأغشيةجريان 

 Janmen.J.Kn , smann كما درس كـل مـن   , بوجود الشد السطحي راً حالغشاء سطحاً 

and Michael T. Misis,1998) (  الرقيقة على سطح صـلب مائـل مـع    الأغشيةجريان 

) M.A.S Majeed , 2002(ودرس . وجود الشد السطحي وباسـتخدام نظريـة الترتيـب    

 Khider( ودرس , ي  الرقيقة  بإهمال قوي القـصور الـذات  الأغشية في زمنيلاالالجريان 

,M.S.Khider,2003 (ئلة الرقيقة السائلة الماالأغشيةزج في بعض لالجريان ال.  

 الرقيقة اللزجة على سطح     للأغشية الجريان اللازمني  دراسة   إلى قرطوفي بحثنا هذا سوف نت    

  .أفقيةصلب بصورة 

                              Governing equation الجريان  التي تحكمالمعادلات 

xy الاحدائيات الكارتيزية نأخذ للانضباط  غير قابلالبعد لمائعلوصف الجريان الثنائي   اذ ,

 y وان الاحداثي xناظر وان الجريان يكون باتجاه الاحداثي ت هو الاحداثي المx الاحداثي أن

  .عليهيكون عموديا 

uv أننفرض  xy هي مركبات السرعة في الاتجاهين ,   .يمثل الضغط p على الترتيب وان ,

  -:الاتيةلتكن معادلة السرعة للغشاء بالصيغة 

)2.2                          .................(                     )t,x (hy =  

>>1ر اهتمامنا بالمسالة التي يكون فيها صسوف نح
xd
hd على المجالx  

)(2 الحد إهمالبهذا يمكن و
xd
hd الاتيةالصيغةوالتي لها  من معادلة الانحناء :-  
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  -: الاتيةبالصيغةفتصبح 
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  : ما ياتينحصل على) 2.7(و ) 2.6 ( للمعادلتينتيزألتوباستخدام نظرية 
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  ). سالبy باتجاه التعجيل أنحيث (

                                 Non- dimensional:  يةبعدالمتغيرات اللا )1-3(
  ]4[-:كالأتيية بعدللاسوف نعرف المتغيرات ا 

vUvuUut
v
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   :                            Boundary   Conditionsالشروط الحدودية ) (4-1
                                                         No-slip condition شرط عدم الانزلاق -1

                           …………………(4.2)00, ==−= yonvUu  

  على السطح الحر للغشاء ) المماسي(ص ق الإجهاد شرط -2
Tangential Stress Condition 

                                ………………….(4.3)hyon
y
u

==
∂
∂

= ,0µτ    

                                  Normal –Stress Condition  :يالعمودشرط الجهد  -3

       
                                                               …………………..(4.4)kp σ−=  

    

   .تمثل  الشد السطحيσ أنحيث 

   : ما ياتينحصل على) 4.4( في المعادلة)2.4(بتعويض المعادلة 

…………………….(4.5)2

2

x
hp

∂
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−= σ  

] .شرط المشتقة التي تتبع الجسيم على السطح الحر -4 ]4  
Material derivative at free surface condition  
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=    ……………………(4.6)   

) 4.4(, ) 4.3(, ) 4.2(, ) 2.9(, ) 2.8(, ) 2.5(في المعادلات ) 3.2(وباستخدام المعادلة 

  -:ما ياتيبالترتيب نحصل على ) 4.6(و ) 4.5(
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 B
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−=
∂
∂      ……………………(4.9) 

 أنحيث 
σ
µUca  يمثل العدد العشري و =

σ
ρ 2gHB   مثل عدد بوندي =

00,1 ==−= yonvu  ……………………(4.10) 
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  .الجريان المعادلة التي تحكم لإيجادليات الرياضية العم)1-5 (
 : ما ياتيعلى نحصل y الى بالنسبة ) 4.9(نكامل المعادلة 

( ) ( )txfBytxp ,, +−=     …….………………(5.2) 
  .  ثابت التكاملx,t(f ( إنحيث 

  :ما ياتي نحصل على y=hعندما ) 5.2(و ) 4.12(ومن المعادلتين 

)   5.3..............(............  

  :على ما ياتيفنحصل ) 5.2(في المعادلة ) 5.3(عوض المعادلة ن
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  -:على فنحصل x الى بالنسبة)5.4(نشتق المعادلة 
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  -:على فنحصل y الىبالنسبة ) 5.6(نكامل المعادلة 
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)حيث  )txg   . ثابت التكامل,

  نحصل على  y=hعندما )4.11(وباستخدام المعادلة 
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  -: فنحصل علىy  إلىبالنسبة ) 5.9(نكامل المعادلة 
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   -: نحصل على y=hعندما ) 4.10(وباستخدام المعادلة 
    ),( txca Ε=−      …………………(5.11) 

  -:على ما ياتي فنحصل y=hعندما ) 5.10(في المعادلة ) 5.11(نعوض المعادلة 
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  -:على ما ياتي نحصل ca وقسمتها على hفي ) 5.12(بضرب طرفي المعادلة 
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  -:على ما ياتينحصل ف x الىبالنسبة ) 5.13(نشتق المعادلة 
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  -:على ما ياتي فنحصل y=h عندما y الىسبة بالن) 4.7(وبتكامل المعادلة 
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  -:على ما ياتينحصل ) 4.13(في ) 5.15(وبتعويض المعادلة 
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                                         Steady flow -:الجريان اللازمني) 1-6(

  -:تصبح بالصيغة) 5.17(في حالة الجريان اللازمني فأن المعادلة 
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  -:على ما ياتي فنحصل x بة لـ بالنس)6.2(نكامل المعادلة 
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  . ثابت التكاملA  أن حيث

3في ) 6.3(تضرب طرفي المعادلة 
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h
ca على ما ياتي فنحصل:-  
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                   وابت وبفرض الث
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1,1,0 === caABنحصل على :-  
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ل الغشاء المناسب والتي مثوالذي له أهمية في بحثنا هذا يمتلك منطقة ت) 6.5(كل حل للمعادلة 

 من راستهاد أي الخصائص التي تميز مختلف الحلول ممكن,  فيها قريبة في الواحدhتكون 

  -:أن صغيرة جداً أي h-1عندما تكون ) 6.5(المعادلة الخطية للمعادلة التفاضلية 

 13
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h      ……………………(6.6)  

  -:بالصيغة حلول حقيقية خطية مستقلة والحل العام لها يمكن كتابته ةثلاثلها ) 6.6(المعادلة 
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21 xecxecech
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++=− …..…….(6.7) 

 قيم للثوابت إعطاءبعد  ) 1.1(كما مبين في الشكل ) 6.7(لحل العام للمعادلة وا
0,1 321 === ccc 
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  )6.7(للمعادلة ) h,x (مثل منحني الحل للمستوى  ي: )1.1(شكل ال

  Conclusions  -: تالاستنتاجا
ن حلول  م يتبين الرقيقة اللزجة على سطح صلبللأغشيةفي دراستنا للجريان اللازمني 

 من القيم x قتربت بان سمك الغشاء يقترب من الواحد عندما  الجريانالمعادلة التي تحكم

  . من الصفرx  بينما يتذبذب سمك الغشاء كلما اقتربx→∞− عندما   h→1    ةسالبال
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