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ABSTRACT 

Let G be a k0-connected graph ,and let 01 kw  , ),( vuwd  ,be the w- 

width distance between the two vertices  u,v  in G. The w-Wiener 

polynomial of the width distance of G is defined by: 

 

 

 

The w-Wiener polynomials of the square of a path 2
tP , the square of 

a cycle 2
tC  ,and of an m-cube mQ  are obtained in this paper . The diameter 

with respect to the width distance –w ,and the Wiener index for each such 

graphs are also obtained . 

Keywords: Wiener polynomials, path, cycle, width distance, Wiener index. 
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 خصالمل

 

0kw1وأن  0kبيانيا مصلاي ع عاميل اللايال   Gليين    وأن ،)v,u(dw هي  المايا ة
-نايبة للمايا ة العرضيية w–. لُعير  مصعية ح ويةو  وي ير  G ي   vوu بي  الرأسي  w   -العرضية

w  على أنها 



=
)(,

),(
);(

GVvu

vuwd
xxGwW  

لكل   w–ماا ة العرضية نابة  إلى ال w–وةو  وي ر مصعة ح لضم  هذا البحث إيجا   
2م  مربع  رب 

tP  2،ومربع  ارح
tC  ومنعب،–m  إلى  ، كما لضم  البحث إيجا  القطر بال ابة

 .وإيجا   ليل لكل م  هذه البيانات،  w -العرضية الماا ة
 مصعة ات وةو  وي ر،  رب،  ارح، ماا ة عرضية،  ليل وي ر.الكلمات المفتاحية: 




=
)G(Vv,u

)v,u(d

w

wx)x;G(W
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   دمةقلم.ا1
على أنها مجموعة  روب م فلالة   vو uحاوية ، لعر  Gأي رأسي     بيان مصلال  vو uلين  
 .C(u,v) بي ، ويرمز لها vو uللال بي     اخليا

ويرميز  C(u,v) ي   u-vعليى أني  عية  اليةروب  C(u,v)الحاويية  (width)عرضيعر  
 ، أي أن w(C(u,v))بي ل  

),()),(( vuCvuCw = 

ي عليى أني  الطيوط ل يوط  رب  يي  الحاويية ويرميز لي  C(u,v)طوول الحاويووة يعير  كميا   بيي
)),(( vuC وأخيييرا لجييل عيية  صييحي  موجييب .w   الماييا ة المسووافة العرضوويةنعيير(أو-w  بييي )

 على أنها  G [7]   بيان  vو uرأسي  
)),((min),(

),(
vuCGvud

vuC
w =                                                                …..(1.1) 

. وع ةما لا ينون ه يا  الصبيا  wذات العرض  C(u,v)ويث أن الصغر يؤخذ على كل الحاويات 
),(بي vو u او  نعبر ع  الماا ة العرضية بي   vudw. 

. vو u ة الاعصيا ية بي  للاب  الماا  w- ان الماا ة w=1م  الواض  أن  ع ةما ينون 
 0k ان  عامل الاللاياط wأما الحة العلى لي 2wع ةما  w-و   بحث ا س حاوط  راسة الماا ة

01. أي أنGللبييييان  [3,4] kw  وسيييو  نايييصبعة والييية كيييون ،w=1  مييي   راسيييص ا لنهيييا لمثيييل
0kw ية الص  لها  راسات كثيرح ومصقةمة. أما لو كانت الماا ة الاعصيا   ان الماا ة ),( vudw  لعة

 .u =vمخصلفي  ولا نأخذ والة كون  vو u او  نأخذ الرأسي   1wغير معر ة. ع ةما 
ي  Gلبييان  w-القطور يعر  ي  Gwdiam)(واليذي يرميز لي  بي أو Gw)(أو اخصلايارا بي

w
 

 أي أن: Gق   w-بأن  أكبر الماا ات العرضية
),(

)(,
max)( Gvuwd

GVvu
Gw


=                                                                 …..(1.2) 

)()(واض  أن  GGw   
 أي: G   البيان  w- هو مجموع الماا ات العرضية w-ينردليل و أما 

)
,

,()( G
Vvu

vuwdGwW 


=                                                                     …..(1.3) 

-متعددة حدود وينورنعير   d [5,6]لةالة الماا ة الاعصيا ية الى المصعة ح وةو  وي ر نابة  وأعماما
w  الة الماا ة العرضية لةالى انابةwd : كالل 




=
Vvu

vuwd
xxGwW

,

),(
);(                                                                       …..(1.4) 
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),( إذا كان kGCw يمثل عة  الزواج غير المرلبة للرؤو  الصي  لاياوي المايا ة العرضيية-w بي هيا 
k :أن  




=
w

k

k
ww xkGCxGW



2

),();(                                                                        …..(1.5) 

 .2لا لقل ع   w- ان الماا ة 2wن  ع ةما ينون ل
 م  الواض  أن




=
==

w

k

wxww kGCkxGW
dx

d
GW



2
1

),();()(                                                  …..(1.6)  

),,(ول فيرض أن  Gرأسا    بيان مصلال  vلين   kGvCw   يمثيل عية  رؤوG  الصي  كيل
 .2wو 2kإذ أن  vع  الرأ   kلااوي  w-بعة بماا ة عرضيةيم ها 

 واض  أن



=

Vv

ww kGCkGvC ),(2),,(                                                                       …..(1.7) 

wkلكل  2 
 بيv  [1]لرأس الى ابالنسبة  w-متعددة حدود وينرولعر  




=
w

k

k
ww xkGvCxGvW



2

),,();,(                                                                  …..(1.8) 

  [1] ناص صج أن (1.8)و (1.7)و (1.5)م  




=

Vv

ww xGWxGvW );(2);,(                                                                       …..(1.9) 

 ،kإذا كييان لكييل  w-لمسووافة العرضوويةالووى امنووت ن بسووبة أنيي   Gيقيياط لبيييان مصلاييل  :[1] تعريوو 

),,( kGvCw   ل  القيمة نفاها لكل رأv    Gأن عة  اليرؤو  الصي  لبعية بمايا ة  . أي
-عرضيية

w  قيمصهاk   ع  الرأv كل الى  ا  بال ابة هو نفv    G.  

     

لكل م   w–لماا ة العرضية هذا البحث مصعة ح وي ر بال ابة الىا أوجةنا   
 

mtt QCP ,, 22

   

 

 (The square of a path). مربع درب  2

),(لبييان  2Gالمربع [3] :2.1 تعري  EVG )()( رؤوسي  هيو بييان مجموعية= 2 GVGV  uوفيي   =
),(2ع ييييييةما ينييييييون  2Gمصجيييييياوران  يييييي  vو vud   يييييي G.  بالمثييييييل يعييييييرmG،3m ، كييييييا ل 
)()( GVGV m  ع ةما ينون   قط mG    يمصجاور  vو  uوينون الرأسان  =
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mvudG ),(  

 tPلمربييع  رب. نفييرض أن  w- يي  هييذا الب يية مصعيية ح وييةو  وي يير للماييا ة العرضيييةنجيية 
tuuuuمجموعة رؤوس  ه  بالصرليب  tبرلبة   رب ,...,,,  ينون  ئذ،ع ة321

VuuuuPV tt == },...,,,{)( 321
2 

 

2البيان يوض    2.1 الشنل   
tP ينون ع ةما t  

2يبي  ل ا 2.2عة ا زوجيا، والشنل 
tP ينون  ع ةما t .عة ا  ر يا 

 
    

 

 

 

 

 

 

2البيان-2.1الشنل 
tP ،t    عة  زوج 

 
 
 
 

 
 

2البيان-2.2الشنل 
tP ،t  عة   ر ي 

 

20يصبي  ل ا أن 2.2و  2.1بمجر  ال ظر إلى الشنلي   =k  وهذا يع   أنw =2. 
2للبيان 2-القطر للماا ة العرضية :2.1عبارة 

tP هو 









=

2

2
2

t
Pdiam t                                                                                       …..(2.1) 

 البرهان:
2),(/2ن ويييييييييي  أن  2.1ميييييييييي  الشيييييييييينل  tvud   ع ييييييييييةما ينييييييييييونt  عيييييييييية ا زوجيييييييييييا، وأن

2/),( 12 tuud t زوجيا  ان   tع ةما ينون  . إذا=
2

2
2

t
Pdiam t =. 

 ينون  vو  uأن لكل رأسي  ن و   2.2م  الشنل و 

1
u 3t

u
−

 

2
u 2t

u
−

 

3
u 

4
u 

5
u 

1t
u

−
 

6
u t

u 
4t

u
−

 

5t
u

−
 

8
u 

7
u 

1
u 2t

u
−

 

2
u 3t

u
−

 

3
u 

4
u 

5
u 

1t
u

−
 

6
u 

t
u 4t

u
−

 

8
u 

7
u 

tGt PGvudVvuuvPE == },2),(1,,:{)( 2



 w-متعددات حدود وينر
 

 

 15 

2),()1(/2,                                                ر يا tع ةما ينون  + tvud 
 

),()1(/2كما أن  12 += tuud tينون  . وعلي ،  ان  ع ةما t ر يا  ان  
2/)1(2

2 += tPdiam t  

                             # 
 

2للبيان 2-وةو  وي ر للماا ة العرضية مصعة ح :2.2مبرهنة 
tP5، إذ أنt: ه ، 

 


=

+−+−=

2/

3

22
2 )342()2(3);(

t

k

k
t xktxtxPW                                                    …..(2.2) 

 البرهان:
),(، أي kxنجيية معامييل 2-للحلاييوط علييى مصعيية ح وييةو  وي يير للماييا ة العرضييية 2

2 kPC t 
لكل

 
 2/2 tk . 
tjiوييييث أن  juميييع كيييل رأ  مييي  اليييرؤو  iuول أخيييذ اليييرأ  k =2نفيييرض أن    ن وييي

 
أن 

2),(2 =ji uud  3,2,1ع ةما +++= iiij 31ولكل − ti. 
 أن  ض  ع 

2),(),(),( 1222122 === −−−− tttttt uuduuduud                                              …..(2.3) 

 بهذا ناص صج أنو 

)2(3)2,( 2
2 −= tPC t                                                                                   …..(2.4) 

 

 أمييا إذا كانييت 2/3 tk    ولغييرض إيجييا),( 2
2 kPC t  و  أن  يي  kuud ji إذا وإذا  قييط  2),(=

12,22كان  −+−+= kikij. 
ktiوهذا يلا  لكل  211 −+ ، أن:  ض  ع 

kuud tkt =−+ ),( 222                                                                                   …..(2.5) 

ومما لقةم لبي  أن لكل  2/3 tk  
342),( 2

2 +−= ktkPC t                                                                              …..(2.6) 

 

 ن.وبهذا يصم البرها (2 .2)على  (2.6)و (2.4)م   نحلالوأخيرا 
                                                                                # 

2للبيان  2- ليل وي ر للماا ة العرضية :2.3بتيجة 
tP هو 

1)5n8)(1n(n
6

1
)1n(tn)P(W 2

t2 −−+−+=                                 …..(2.7) 
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ويث أن







=

2

t
n . 

 برهان:ال
    .(2.7)نحلال على الع قة  x=1والصعويض ع   (2.2)باشصقاق اللايغة 

  
 

مربع دارة. 3   
 

2
tC

 
(The square of a cycle): 

 

4بما أن
2
4 KC 5و =

2
5 KC  .6t او  نفرض أن  =

2للبيان   0kاطواض  أن عامل الاللام  ال
tC 42لذلك  ان  4هو  w  ل فرض مجموعية رؤو .

2
tC : ه 

},...,,{)( 21
2

tt vvvCV =  

 .3.1كما هو مبي     الشنل
2لاوييي  أن

tC  لعرضييييةلمايييا ة االيييى ابال ايييبة  اينيييون م صظمييي-w  يجيييا  إليييذا سييي ركز عليييى
),;(مصعة ح الحةو   2

1 xCvW tw  42لكل  w.    
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
2البيان   3.1الشنل

tC 
  

2للبيان 2-)أولًا( متعددة حدود وينر للمسافة العرضية
tC: 

2
v

 

t
v

 

3
v

 

1t
v

−

 

i
v

 

1i
v

−

 

2i
v

+

 1i
v

+

 

1
v

 

3iv +
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2للبيان  2-يةالقطر للماا ة العرض :3.1عبارة
tC هو 









=

4

2
2

t
Cdiam t                                                                             

 البرهان:
2رأسي  م  رؤو   vو uين  

tC  بحييث أنrCvud t . وليين  tCهيو القطير للبييان ),(=
Q   هو أقلار  رب بيu وv البيان   tC:لةي ا أربع والات . 
  Qم فلاييلي   اخليييا همييا  v-uإلييى  ربييي   tCولصجييزأ وا ييات r=2sع ييةها ينييون  t=4s.إذا كييان 1
2  البيانم فلا ن  اخليا   v-uوعلي  يوجة  ربان  Qو

tC   كل م هما بطوطs. 
 لهذا الابب  ان2.1]لاو  العبارح [2Qوالخر    2Qأوةهما     









===

44

2
2

tt
sCdiam t  

sCvud ان  t=4s+1. إذا كان 2 t 2),(  2Q م فلا ن  اخليا   v-u. إذا يوجة  ربان =
  ان s+12ه   Qولما كانت رلبة  s+1بطوط  وا خر sأوةهما بطوط    
  12

2 += sQdiam ولما كانQ  2برلبةs+2 ان  لا يؤ ي إلى  ربي  م فلالي   اخليا  
 . لذلك  انs+1وبطوط أقل م   vو uبي     









=+=

4
12

2

t
sCdiam t  

 وكل 2s+2أيضا برلبة  Qوينون  2s+2ينون برلبة  Q ان الةرب  t=4s+2. إذا كان 3
 وهذه ( 2.1ح)بموجب العبار  s+1وبطوط  2Qو v-u   2Qب م هما يؤ ي إلى أقلار  ر    

 لحالة الولى. وهنذا ينون لالحالة مشابهة    









=+=

4
12

2

t
sCdiam t  

rsCvud ان  t=4s+3. إذا كان 4 t =+=   Qأما 2s+2برلبة  Qوينون  ),(12
 يؤ يان اللذي  2Qالم فلالي   اخليا م   v -u، لذلك نأخذ الةربي 2s+3فينون برلبة     
12كانبأقلار  وط. ولما  C(u,v)إلى واوية     

2 += sQdiam ان  









=+=

4
12

2

t
sCdiam t  

 #                                                  وبهذا يصم البرهان.

2للبيان w-وسو  نجة مصعة ح وةو  وي ر للماا ة العرضية

t
C  لكل م  القيم الث ثة ليw 

 2,3,4وه  
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ول فرض أن  7tلصك   :3.2مبرهنة






 −
=

4

7t
m ،







 −
−−=

4

3
43

t
tn ،      

2لمربع  ارح  2-وي ر للماا ة العرضية  ان مصعة ح وةو 
tC: ه، 













=

=

=

=

++=

+

+

++

=



3,2/3

2,

1,2/

0,0

2);(

3

3

22

2

22
2

nwhenxt

nwhenxt

nwhenxt

nwhen

xtxtxCW

m

m

mm

k

k
t  

 البرهان:
2بميييييييييا أن 

tC  عرضييييييييييةالمايييييييييا ة إليييييييييى الم يييييييييصظم بال ايييييييييبة-w أي أن لكيييييييييل ،k ينيييييييييون ،
),,(لي 2 kCvC tw   القيمة نفاها لكل رأv    2

tC:لذلك  ان ، 
,);,(

2

1
);( 2

12
2

2 xCvWtxCW tt =                                                                    …..(3.1) 

 أن: 3.1ن و  م  الشنل 
2),( 12 =ivvd  

 

tttiع ةما ينون  ,1,2,4,3,2  ، وعلي   ان=−−
6)2,,( 2

12 =tCvC                                                                                      …..(3.2) 

 

ؤو  المصبقيية يمني  أن ، نجية أن الير 1vعي  2مقةارها 2-باسصث اء الرؤو  الص  لبعة بماا ة عرضية
ذالهيا  2   -صكيون كيل م هيا مي  أربعية رؤو  لهيا المايا ة العرضييةي مي  المجياميع الصي  mلجيزأ إليى 

، ويييييث k. بعبييييارح أخيييير  لكييييل m+2إلييييى  3. وماييييا الها العرضييييية لصييييةرج للايييياعةيا ميييي  1vعيييي 
23 + mk  ولقييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييمi ،35 − ti يييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييان  ،kvvd i =),( ع يييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييةما  12

32,22,2,12ينون  +−+−−= ktktkki وعلي   ان 
4),,( 2

12 =kCvC t                                                                                    …..(3.3) 

واضي  أن و ، المصبقييةمي  اليرؤو   nو  1vبيي   2-لةي ا إيجا  الماا ة العرضية  أخيرا بق
 .n =0,1,2, or 3الممن ة ه :  nقيم 

 

 .يوجة رأ  باق    n=0 إذا كان 

/12يبقى رأ  واوة وهو الرأ   n=1وإذا كان  +tv وأن ، 
2),( 12/12 +=+ mvvd t                                                                              …..(3.4) 

 

1t(v(/2 يبقى رأسان وهما  n=2إذا كان  3t(v(/2و +  ، وأن+
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3),(),( 2/)3(122/)1(12 +== ++ mvvdvvd tt                                                        …..(3.5) 

 

/22رؤو  وه   ةيبقى ث ث n=3إذا كان  +tv،12/ +tv 2و/tvوأن ، 
3),(),(),( 22/1212/122/12 +=== ++ mvvdvvdvvd ttt                                          …..(3.6) 

 

نحلايييييييل عليييييييى اللاييييييييغة ا ليييييييية  (3.6)و (3.5)،(3.4)،(3.3)،(3.2)مميييييييا لقيييييييةم  ييييييي  الع قيييييييات 
 .7tلجل













=

=

=

=

++=

+

+

++

=



3,3

2,2

1,

0,0

42);,(

3

3

22

2

22
12

nwhenx

nwhenx

nwhenx

nwhen

xxxCvW

m

m

mm

k

k
t  

 
);(نحلال على صيغة  (3.1)لرجوع إلى وبا 2

2 xCW t .المذكورح    المبره ة 
                                                                                                                                                # 

63قييم  اليى بال ابةو   t 3،  يان
2
3 KC 4و =

2
4 KC 5و =

2
5 KC   جية  t=6أميا إذا كيان =

 مباشرح أن
22

62 15);( xxCW =  
 

2للبيان ،2- ليل وي ر للماا ة العرضية :3.3بتيجة
tC :هو 

 

)65()( 22
2 +++= mmtCW t  

 ويث أن 













=+

=+

=+

=

=

3,2/)3(3

2,3

1,2/)2(

0,0

nwhenm

nwhenm

nwhenm

nwhen



 

 








 −
=

4

7t
m . 







 −
−−=

4

3
43

t
tn  ، 

                                                                       # 

2للبيان 3-)ثابيا( متعددة حدود وينر للمسافة العرضية
tC: 

 

2للبيان  2-القطر للماا ة العرضيةالعبارح ا لية لعطي ا 
tC. 



 علي عزيز علي و أسماء صلاح عزيز
 

 

 20 

 

2للبيان  3-ماا ة العرضيةالى الالقطر  : 2.4العبارة
tC،6tهو ، 









−

−
=

oddistwhent

evenistwhent
Cdiam t

,2/)1(

,12/2
3                                                    …..(3.7)  

 البرهان:
2 بما أن

tC  ، أن  3.1ن و  م  الشنل  إن ام صظم بال ابة للماا ة العرضية 
),()},({ 31313

2
3 max vvduvdCdiam

Vu

t ==



 

),(أصغر واوية  31 vvC لصكون م  الةروب 
311 vvP =  ,   3212 ,,: vvvP  ,  3553113 ,...,,,,: vvvvvvP ttt −−− . 

 

/12زوجيا، وبذلك  ان  وط هذه الحاوية هوعة ا  tإذا كان  −t . 
),(عييييييية ا  ر ييييييييا  يييييييان أصيييييييغر واويييييييية  tأميييييييا إذا كيييييييان  31 vvC 1لصكيييييييون مييييييي  اليييييييةروبP ،2P  و

354213 ,,...,,,,: vvvvvvP ttt −−   1(/2الذي  ول( −t  1(/2ان  يوط هيذه الحاويية هيو، لذلك( −t .
 #                وبذلك يصم البرهان.

2للبيان  3-نجة مصعة ح وةو  وي ر للماا ة العرضية  وا ن
tC  ونأخذ لجل ذلك والصي .   

 .ا ر ي اعة  tأو  ازوجي اعة  t والة كون 
 

، ولين 8t عة ا زوجيا و tإذا كان  :3.5مبرهنة






 −
−−=

4

3
43

t
tnان  ، 

 













=+

=+

+=

+
−

+=

+
−

+=





3,
2

3
2

1,
2

2

);(

4/)2(
12/

4/)6(

14/
12/

14/22
3

nwhenxtxt

nwhenx
t

xt

xtxCW

t
t

tk

k

t
t

tk

k

t  

 

 البرهان:
),(),(2         واض  أن م  ال 13213 == tvvdvvd 

/12أميييييييا القطييييييير اليييييييذي هيييييييو −t   1 انييييييي  يصحقييييييي  لزواج اليييييييرؤو  المنونييييييية ميييييييv   ميييييييع كيييييييل مييييييي
3412 ,,, vvvv tt  . وبذلك  ان−−

4)12/,,(,2)2,,( 2
13

2
13 =−= tCvCCvC tt . 
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. وبيييذلك نعيييالج n=1,3، أي أن 3أو  1هيييو  4عليييى  t−3عييية  زوجييي   يييان بييياق  قايييمة  tبميييا أن 
 والصي :

 

),(، و   هذه الحالة ينون n=1 ان  4م  مضاعفات العة   t إذا كان )أ(  13 ivvd لكل 
 2/,...,5,4,3 ti  كالل : ،=





+−

+−
=

)9.3.....(,2/)2(

)8.3....(,2/)1(
),( 13

evenisiwhenit

oddisiwhenit
vvd i  

5,4,3,...,/2كما أن لكل  ti =، 
),(),( 13213 iit vvdvvd =+−                                                                       …..(3.10) 

2/3 ر يا،  iأن  إذا كان  (3.9)و  (3.8)ن و  م   ti ان  ، 
),(),( 11313 += ii vvdvvd  

 

 كييييييييييل رأسيييييييييييي  مصصييييييييييياليي  ميييييييييي  مصصابعييييييييييية اليييييييييييرؤو أيضيييييييييييا ن وييييييييييي  أن  (3.10)وميييييييييي  

22/t3t2t1t v,...,v,v,v . وبهذا ينون لكل 1vنفاها ع  3-ينون لهما الماا ة العرضية −−−+
k ،12/14/ −+ tkt 1عي  3 - ة العرضييةلهيا المايا رؤو  ة،  اني  لوجية أربعيv   هيk  وعليي ،

 ينون 
12/14/,4),,( 2

13 −+= tktkCvC t                                                     …..(3.11)
 

 ذلك  ان  ض  ع 
14/),( 12/13 +=+ tvvd t                                                                           …..(3.12) 

2إلى كل الرؤو  الخر     1vم  3-ااب الماا ة العرضيةووبهذا يصم 
tC  ع ةماn=1 . 

 

 (3.9)و (3.8)، وأن الع قصييي  4ليييم ميي  مضيياعفات العيية   t ييان العيية   n=3)ب( إذا كييان 
5,4,3,...,/12ا لية: iللاحان لقيم  −= ti. 

7,5,3,...,/22، وييييث iv+1و ivلكيييل رأسيييي  مصصييياليي   ينيييون  اأيضييي و  −= ti3-، المايييا ة العرضيييية 
 ، 1v نفاها ع 

 كما أن:
),(),( 13213 iit vvdvvd =+−                                                                       …..(3.13) 

12/3لكل  − ti. 
32/21كل رأسي  مصصاليي     المصصابعة  كما أن ,...,, +−− ttt vvv نفايها عي   3-لهما الماا ة العرضية

1v . 6(/12/4وبذلك  ان لكل( −+ tkt نحلال على 
4),,( 2

13 =kCvC t  
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/tv ،12/2ثة ا لية ه  الث و الرؤو  الباقية  +tv 22و/ +tvأن: 3.1. ونجة م  الشنل 
4/)2(),(),(),( 22/1312/132/13 +=== ++ tvvdvvdvvd ttt  

 وبصلخيص ما لقةم نحلال على:













=+

=+

+=

+
−

+=

+
−

+=





3,34

1,4

2);,(

4/)2(
12/

4/)6(

14/
12/

14/22
13

nwhenxx

nwhenxx

xxCvW

t
t

tk

k

t
t

tk

k

t  

 

 

);(نحلال على  t/2وبالضرب     2
3 xCW t  3.5ةكما ه  معطاح    نص المبره . 

                                                                 # 
، ولييين 8tعيية ا زوجييييا و  tإذا كيييان  :3.6بتيجووة







 −
−−=

4

3
43

t
tn، يييان  ليييل وي ييير للمايييا ة  

2للبيان 3-العرضية

tC هو 










=+−

=+−

=

3,)8
2

5

4

3
(

4

1,)10
2

5

4

3
(

4
)(

2

2

2
3

nwhentt
t

nwhentt
t

CW t  

#                                                                                                     

);(وا ن نجة  2
3 xCW t  ع ةما ينونt  ر يا. اعة  

 

ولين   ،9t ،عة ا  ر يا tإذا كان  :3.7مبرهنة






 −
−−=

4

5
45

t
tn ان : 

 














=+

=

++=





−

+=

+

−

+=−

2,2

0,2

);(
2/)3(

4/)5(

4/)1(

2/)3(

4/)3(2/)1(22
3

nwhenxtxt

nwhenxt

xtxtxCW
t

tk

tk

t

tk

k

t
t  

 لبرهان:ا
 بحيث أن  tvو 2v   قط هما يواض  أن ه الك رأسم  ال

2),(),( 13213 == tvvdvvd  

 وعلي   ان
2)2,,( 2

13 =tCvC                                                                                 …..(3.14) 
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2للبييييان 3-قطييير المايييا ة العرضييييةاليييى بال ايييبة 
tC   1(/2اليييذي قيمصييي( −t يييان  3.4بموجيييب العبيييارح 

 بحيث أن tv−1و 3v   قط همايه الك رأس
2/)1(),(),( 113313 −== − tvvdvvd t  

 وعلي   ان
2)2/)1(,,( 2

13 =−tCvC t                                                                       …..(3.15) 

  كون لةي ال ر ي. وبذلك  عة  tلن  0أو 2هو  nأي  4على t−5واض  أن باق  قامة و 
والصان:

 
)1(وهيي  لصحقيي  ع ييةما لكييون  n=0)أ( ع ييةما  −t   و يي  هييذه الحاليية  4ميي  مضيياعفات العيية

4)1(/2لكل  3-لكون الماا ة العرضية + ti : كالل 
 





++−

−+−
=

oddisiwhen2/)1t(i5,2/)2it(

evenisiwhen2/)1t(i4,2/)1it(
)v,v(d i13

   …..(3.16) 

 

iv ،2/)1(,...,8,6,4+1و ivوم ها نجة أن كل رأسي  مصصاليي  −= ti ،لهما الماا ة العرضيةكون ل-
 .1vنفاها ع   3

4)1(/2 وبالمقابل  ان لكل + ti  
),(),( 13213 iit vvdvvd =+−                                                                        …..(3.17) 

32)3(/2ينييون لكييل رأسييي  مصصيياليي  ميي  مصصابعيية الييرؤو   كمييا ,...,, +−− ttt vvv 3-الماييا ة العرضييية 
 .1vنفاها ع  

)3(/4)3(/2، ويث أن kأي أن لكل  −+ tkt ينون ، 
4),,( 2

13 =kCvC t                                                                                 …..(3.18) 

 

)1(أي أن  n=2)ب( ع يييةما  −t   (3.16) يييان الع قييية  4لييييم مييي  مضييياعفات العييية

 
للاييي  

6,5,4,...,)1(/2ا لية:  iواب قيم  −= ti . 
 كما ن و  أن

),(),( 13213 iit vvdvvd =+−                                                                         …..(3.19) 

32)5(/2كل رأسيي  مصصياليي  مي  مصصابعية اليرؤو  ع   أن وهذه ل ,...,, +−− ttt vvv ا المايا ة مي ينيون له
 .1vنفاها ع   3-العرضية

)5(/4)3(/2 ويث أن kلكل أن أي  −+ tktان  ، 
4),,( 2

13 =kCvC t                                                                                  …..(3.20) 
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1t(v(/2 أما الرأسان الباقيان  انهما 3t(v(/2و +  ه : 1v ع  3-وأن ماا صهما العرضية +
…..(3.21)                                                  4/)1(),(),( 2/)3(132/)1(13 +== ++ tvvdvvd tt 

 إذا
2)4/)1(,,( 2

13 =+tCvC t  

 ما يأل : واب ما ذكر    الفقرلي  )أ( و )ب( نحلال علىو مما لقةم 














=+

=

++=

+
−

+=

−

+=−





2,24

0,4

22);,(

4/)1(
2/)3(

4/)5(

2/)3(

4/)3(2/)1(22
13

nwhenxx

nwhenx

xxxCvW

t
t

tk

k

t

tk

k

t
t                              …..(3.22) 

);(نحلال على t/2    (3.22)وبضرب  2
3 xCW t 3.7المذكورح    نص المبره ة. 

                                                                              # 

 :ينون لةي ا t=7لاو  أن  ع ةما 
322

73 714);( xxxCW +=  

 

، وكييييان9tعيييية ا  ر يييييا،  tإذا كييييان  :3.8بتيجووووة






 −
−−=

4

5
45

t
tn ،ييييان  ليييييل وي يييير للماييييا ة  

2للبيان 3-العرضية
tC هو 







=+−

=+−
=

2,16/)35103(

0,16/)39103(
)(

2

2
2

3
nwhenttt

nwhenttt
CW t  

                                                                                        #                        

2للبيان 4-)ثالثا( متعددة حدود وينر للمسافة العرضية    
tC: 

 

2للبيان 4-ةو  وي ر للماا ة العرضيةأي نجة مصعة ح و w =4والان نعالج والة كون 
tC. 

 ،6tلكل  :3.9عبارة





−
=

oddistwhent

evenistwhent
Cdiam t

,2/)1(

,2/2
4  

 البرهان:
 عة ا زوجيا،  ان: tأن  ع ةما ينون  3.1واض  م  الشنل

2/),( 314 tvvd =  

أيضييا وينييون  3vهيي  إلييى الييرأ   1vميي   4-عيية ا  ر يييا  ييان أكبيير ماييا ة عرضييية tوع ييةما ينييون 
)1(/2 وط الحاوية لها هو  −t. 
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                                                                # 
 

);(لغرض إيجا    2
4 xCW t  نأخذ والصي  الولى ع ةما ينونt   وجيا والثانية ع ةما ينون عة ا زt 

 عة ا  ر يا.
، ول فرض أن 6tعة ا زوجيا، t إذا كان :.103مبرهنة







 −
−−=

4

1
4)1(

t
tnان  ، 













=+

=+

=

+

+=

+

+=





3,
2

3
2

1,
2

2

);(

14/
2/

24/

4/)2(
2/

4/)6(2
4

nwhenxtxt

nwhenx
t

xt

xCW

t
t

tk

k

t
t

tk

k

t  

 البرهان:
 وأ n=1عييية ا زوجييييا  يييان  t، ونظيييرا لكيييون 4عليييى  t−1هيييو بييياق  قايييمة  nواضييي  أن 

3=nهالحالصي  على وةم   و  نعالج  ك . س. 
2/2. ولكل 4ليم م  مضاعفات العة    t ان  n=1إذا كان  ( أ) ti ان  ، 





+−

−+−
=

oddisiwhentiit

evenisiwhentiit
vvd i

,2/3,2/)3(

,12/2,2/)2(
),( 14                                    …..(3.23) 

iv ،12/,...,6,4,2+1و ivيي  وم هيييا نجييية أن لكيييل رأسيييي  مصصيييال −= tiذالهيييا  4-، المايييا ة العرضيييية
 كما نجة أن، 1vع  

),(),( 14214 iit vvdvvd =+−  

2/2إذ  ti . 
22/21لكييل رأسييي  مصصيياليي  ميي  مصصابعيية الييرؤو  ينييون  كمييا ,...,,, +−− tttt vvvv 4-الماييا ة العرضييية 

)6(/2/4 ، ويثk، وبهذا لكل 1vنفاها ع   tkt + ان  
4),,( 2

14 =kCvC t                                                                                   …..(3.24) 

/12والرأ  المصبق  هو  +tv 1ع   4-وماا ص  العرضيةv : ه 
4/)2(),( 12/14 +=+ tvvd t                                                                         …..(3.25) 

 

2إلى باق  رؤو   1vم  الرأ   4-العرضية اتوبهذا وجةنا الماا 
tC .كلها 

 ا ليييية: iلصحقييي  لقييييم  (3.23)وأن الع قييية  4مييي  مضييياعفات العييية   t يييان  n=3ع يييةما )ب( 
12/,...,4,3,2 −= ti 

، ويييييييييث أن iv+1و ivلكييييييييل رأسييييييييي  مصصيييييييياليي   1vعيييييييي   4-الماييييييييا صان العرضيييييييييصان  لكييييييييون 
22/,...,6,4,2 −= ti أيضا ، مصااويصي. 

12/2    كما أن  − ti و ),(),( 14214 iit vvdvvd =+− 
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32/21وكل رأسي  مصصاليي  م  مصصابعة الرؤو    ,...,,, +−− tttt vvvv نفاها  4-لهما الماا ة العرضية
k ،2/2، وبهييذا لكييل 1vعيي  

4
tk

t
+ بقيميية  4-رؤو  بالماييا ة العرضييية ةبعيي ، لوجيية أرk   عيي

1v 22/12/2الرؤو  الث ثة الباقية وه :  أما/ ,, ++ ttt vvv. ان لها  
14/),(),(),( 22/1412/142/14 +=== ++ tvvdvvdvvd ttt  

 وبصلخيص ما لقةم ي صج













=+

=+

=

+

+=

+

+=





3,34

1,4

);,(

14/
2/

24/

4/)2(
2/

4/)6(2
14

nwhenxx

nwhenxx

xCvW

t
t

tk

k

t
t

tk

k

t               …..(3.26) 

 

);(نحلال عليى  t/2    (3.26)وبضرب  2
4 xCW t وبهيذا ييصم البرهيان (3.10)الميذكورح  ي  المبره ية                                           

# 

، ولصك  7tعة ا  ر يا، tإذا كان  :3.11مبرهنة





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3
4)3(

t
tnان  ، 
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 البرهان:
)1(/2قيمة القطر ه  عة   ر ي  ان  t بما أن −t  وه  لصحق  لايصة أزواج مي  اليرؤو .
 أي أن tvو 2vمع كل م  الرأسي   1vن م  ان منونام  ضم ها زوج

2/)1(),(),( 14214 −== tvvdvvd t  

2143الييرؤو  ويية مييع أ 1vمنييون ميي  م هييا أمييا الزواج الربعيية المصبقييية  ييان كيي  ,,, −− tt vvvv   الصيي
ينون ل  قيمصان إما  nالذي هو  4على  t−3باق  قامة  إنسو  لذكر ضم  الفقرلي  )أ( و)ب(. 

 وس عالج كل والة م هما. 2أو 0
 ع ةئذ ينون: 4ضاعفات العة  ليم م  م t−1 ان  n=0إذا كان  ( أ)

 

  




++−

−+−
=

evenisiwhentiit

oddisiwhentiit
vvd i

,2/)1(4,2/)3(

,2/)1(3,2/)2(
),( 14                                     …..(3.27) 

iv ،2/)1(,...,7,5,3+1و ivكييل رأسييي  مصصييالي  نجيية أن  (3.27)واييب مييا ذكيير  يي  الع قيية  −= ti 
 .1vاها ع نف 4-كون لهما الماا ة العرضيةل
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 كما أن
),(),( 14214 iit vvdvvd =+−  

3)1(/2ويث أن  + ti  21)3(/2. وكل رأسي  مصصاليي  م  مصصابعة الرؤو ,...,, +−− ttt vvv  لهميا
)k ،2/)1(4/)5، وبهذا ينون لكل 1vذالها ع  4-الماا ة العرضية −+ tktن،  ا 

4),,( 2
14 =kCvC t                                                                                 …..(3.28) 

ي 1vللييرأ   4-ع ييةها نكييون قيية وجييةنا الماييا ات العرضييية 2ناييبة إلييى كييل ميي  الييرؤو  الخيير  ليي
tC

 .n =0ع ةما  
 وأن 4م  مضاعفات العة   t−1 ان n=2ذا كان )ب( إ

 


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=

evenisiwhentiit

oddisiwhentiit
vvd i

,2/)1(4,2/)3(

,2/)3(3,2/)2(
),( 14          

 

1ivو iv يها لكيل رأسيي  مصصياليي ينون  كما 7,5,3,...,)3(/2، وييث + −= tiالمايا ة العرضيية ،-
 كما نجة أن ،1vذالها ع  4

 
),(),( 14214 iit vvdvvd =+−  

3)1(/2ويث  − ti، 
21)5(/2كيييل رأسيييي  مصصييياليي  مييي  مصصابعييية اليييرؤو  إذا  ,...,, +−− ttt vvv4-، لهميييا المايييا ة العرضيييية 

 .1vنفاها ع  
)k ،2/)1(4/)7وبهذا  ان لكل  −+ tkt ينون ، 

 

4),,( 2
14 =kCvC t                                                                                    …..(3.29) 

 

)1(/2والرأسان الباقيان هما  +tv 3(/2و( +tv   1وان ماا صهما عv  ه 
 

4/)3(),(),( 2/)3(142/)1(14 +== ++ tvvdvvd tt                                                  …..(3.30) 

 أخيرا وبصلخيص ما لقةم    الفقرلي  )أ( و )ب( نحلال على:
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);(نحلال على  t/2    (3.31)وبضرب الع قة  2
4 xCW t 3.11المذكورح ضم  نص المبره ة . 
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                                                                   # 
 

 :3.12بتيجة
عة  زوج ، ولصك   6t ،tلجل  ( أ)
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 .n=1,3ع ةما وهذه الع قة 
عة   ر ي، ولصك   7t ،t)ب( لجل 
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                 # 
 
 :m Cube) -(m-مكعب. 4

21: [4] كييييييا ل باسييييييلوب لكييييييراري  mQوالييييييذي يرمييييييز ليييييي  m-يعيييييير  المنعييييييب KQ و  =
21 KQQ mm = m. ويمنييي  بايييهولة م وظييية أن 2mلجيييل  −

mQp 2)( = ،12)( −= m
m mQq ،

. إضييا ة إلييى ذلييك  ييان عامييل الاللايياط للييرؤو  وكييذلك للحا ييات للمنعييب mكمييا أنيي  م ييصظم بةرجيية 
mQ  هوm وبذلك  ان ه الك ،m الةروب الم فلالة  اخليا بي  كل رأسي  مخصلفي . وب اء عليى م  

mwذلييك سييو  نفييرض فيمييا يييأل   2  ميي  المفييية الصعبييير عيي  رؤو .mQ بمصصابعييات-m   يي 
)...(ال ظيييام الث يييائ   21 maaa وييييث أنia  لكيييل  1أو 0هيييوmi 1  وع ةئيييذ ينيييون رأسيييان  ييي .

mQ  مصجاوري  إذا وإذا  قط اخصلف الصمثيل الث ائ  لهما بموقع واوة  قيط. أي أن)...( 21 maaa و 
)...( 21 mbbb  مصجييياوران إذا و قيييط إذا كيييانii ba  ط لقيمييية واويييةح  قيييط i  وفيميييا عيييةا ذليييك  ييييان
jj ba ijلكل  = . 

,)(إذا كيان  :4.1عبوارة mQVvu   ي ي vو  uبحييث أن الصمثيييل الث يائ  لي مي  المواقييع،    n يخصليف بي
nvud ان  =),(. 

 البرهان:
 u-v اييل الث يائ  لليرؤو   يان ه اليك  ربي م  المواقع  ي  الصمث nيخصلفان بي  vو  uإذا كان 

nvud. إذا nبطييييييييوط  ),(  وميييييييي  جهيييييييية أخيييييييير ، إذا كييييييييانQ   أقلايييييييير  رب بيييييييييu  وv  وكييييييييان
)(,...,,,: 21 vuuuuQ t  uوبييذلك  ييان  ،يخصلفييان بموقييع واويية  قييط Q ييان كييل رأسييي  مصصييالي  علييى  =
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ييييييييييي  vو tvudميييييييييي  المواقيييييييييييع، إذا  tيخصلفييييييييييان بي . وعليييييييييييي ، tأقلايييييييييير  رب و ولييييييييييي   Q، لن ),(=
ntvud ان ==),(. 

                                                          
  # 

,)(إذا كييان  :4.2مبرهنووة  mQVvu   وكييانtvud الم فلاييلة  v-uميي  الييةروب  t ييان ه الييك  ),(=
 .tوط  اخليا وكل م ها بط

 

 البرهان:
)...(ليييين  21 maaau )...(و = 21 mbbbv tvudبمييييا أن  =  انيييي  بموجييييب العبييييارح  ),(=

jjبحييييييث أن  jمييييي  ال لييييية  tيوجييييية  4.1 ba  ييييي trrr، ول رميييييز لهيييييذه ال لييييية بي ,...,, بحييييييث أن  21
trrr   أي أن، 21...

tiba
ii rr ,...,2,1, =  

}.,...,,{, 21 tkk rrrkba =  

 

)1(ليييييين 
ju   هيييييو اليييييرأ  اليييييذي نحلايييييل عليييييي  ميييييu  بصغييييييير قييييييم المواقيييييعjrrr ,...,, ، وييييييث أن 21

tj :,,,...,)(إذا =2,1,..., )1()1(
2

)1(
11 vuuuuQ t يييييي  tبطييييييوط  v-uهيييييو  رب  = )2(ول رميييييز بي

ju   للييييييرأ
132)ابصةاء م  الياار( م   jبصغيير قيم أوط  uال الج م   ,,...,, rrrr t . 

:,,,...,)(واضييي  أن اليييةرب و  )2()2(
2

)2(
12 vuuuuQ t وم فلايييل  اخلييييا عييي   vو uبيييي   tهيييو بطيييوط  =

2Q. 
,,,...,)( الييذي يصكييون ميي  الييرؤو  3Qوهنييذا ناييصمر بإيجييا   )3()3(

2
)3(

1 vuuuu t )3(ويييث أن  =
ju  هييو

2143)ابصييةاء مي  اليايار( مي  المصصابعية  jبصغييير قييم أوط  uاليرأ  ال يالج مي   ,,,...,, rrrrr t  واضيي .
 .2Qو 1Qأيضا وهو م فلال  اخليا مع  tبطوط  3Qأن 

. tالم فلايييلة  اخلييييا وكيييل م هيييا بطيييوط  u-vمييي  الييةروب  tوبالاسييصمرار بهيييذه الطريقييية نحلايييل عليييى 
 وبهذا يصم البرهان.

                                                                              # 
 مباشرح. 4.2نحلال على ال صيجة ا لية م  المبره ة

,)(إذا كان  :4.3بتيجة mQVvu  بحيث أنtvud mt، ويث ),(= 1ان الماا ة العرضية  ،-
t   للرأسيu  وv   هt أي ،tvudt =),(. 

                                                                      # 
Q(Vv,u(إذا كان  :4.4مبرهنة m بحيث أنt)v,u(d mt1، ويث = ، 

 .t+2الم فلالة  اخليا والص  كل م ها بطوط  u-vم  الةروب  m-t ان ه الك 
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 البرهان:
 .4.2  ذكرت    برهان المبره ةصناصخةم الرموز ال

بحييث أن  v وكيذلك  ي  uهيو أوط موقيع  ي   1kل فيرض أن 
11 kk ba u. وليين =   هيوu  ميع لغيييير

 ، وبالعنم (1 يغير إلى  0) أي إذا كان  1kقيمة الع لار    الموقع
),(1واضييييي  أن  += tvud إذا يوجييييية  رب .v-u ،Q  بطيييييوطt+1   نحلايييييل عليييييي  بأخيييييذ اليييييرؤو

 بالصرليب
)1(

1
)1()1(

2
)1(

11 ,,...,,,: +

tt uuuuuQ  

 

)1(وييييث أن 
ju  نحلايييل عليييي  ميييu   بصغييييير قييييم الموقيييعjrrr ,...,, tj، لكيييل 21 1  1(وأن(

1+

tu 

)1(نحلال علي  م 
tu 1بصغيير قيمة الموقعk   u   أي إعا ل  إلى قيمية هيذا الموقيع الصيل  ع يةما

)1(. وبييذلك  يان uكانيت  ي  
1+


tu   هيو الييرأv1. وأخييرا  ان يا نحلاييل عليى  ربP  بطيوطt+2   بيييu 

uلحا ييية بإضييا ة ا vو u1. ونجييية أيضيييا أن اليييرؤو  الةاخلييية لليييةربP   لخصليييف عييي  جمييييع اليييرؤو
v-u ،tQQQالةاخلية للةروب  ,...,,  . 4.2 ا عليها    المبره ةل، الص  ولا21

فييي   2kأخييربأخييذ موقييع  1Pييية عملييية الحلاييوط علييىنعوالان 
22 kk ba  v -u  حلاييل علييى  رب =

،2P بطيييييوط ،t+2 ي وكيييييذلك عييييي   1Pوأن رؤوسييييي  الةاخليييييية لخصليييييف كلهيييييا عييييي  اليييييرؤو  الةاخليييييية لييييي
tQQQ ,...,, 21. 

نحلاييييييل علييييييى  m-tواقييييييع، والصيييييي  عيييييية ها وبصكييييييرار العملييييييية المييييييذكورح علييييييى كييييييل موقييييييع ميييييي  الم
tmPPP −,...,, أيضييا م فلاييلة  اخلييا و  vو uبيي  الرأسيي   t+2الم فلايلة  اخلييا وكييل م هيا بطييوط  21

tQQQلةروب  الى ا بال ابة ,...,,  . وبهذا يصم البرهان.21
                                               # 

mnو 3mلكل  :4.5مبرهنة 2 ان  
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 البرهان:
 معرو  أن

11 2)1(2);( −− ++= mmm
m xxQW  

miوبذلك لكل  1 معامل ،ix هو 









= −

i

m
iQC m

m
12),(                                                                                 …..(4.1) 

 ناص صج أن  (4.4)و (4.2) صي  مما لقةم    المبره 
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nvudع ةما   ),(,          2),(),( += vudvudn    
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 #                               وبهذا لم البرهان.
mnو 3mلكل  :4.6بتيجة 2 ان  
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 البرهان:
                           4.5ي صج مباشرح م  المبره ة

                                                              #  

mnو 3mلكل  :4.7بتيجة 2 ان  
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 البرهان:
);.(بأخذ مشصقة  xQW mn  بال ابة إلىx  ثم الصعويض عx :بواوة نحلال على 
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 وبهذا يصم البرهان.
                                                           #  
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